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بورل-کانتلی لم تعمیم�هاي
حسنی2 خواجه مریم خسروي1، محسن

1396/5/11 دریافت: تاریخ
1397/6/26 پذیرش: تاریخ

چکیده:
می�شود. بیان را بورل-�کانتلی لم کلّی صورت ابتدا مقاله این در است؛ برخوردار ویژه�اي اهمیت از بورل-کانتلی لم احتمال نظریۀ در
به مربوط تعمیم�هاي به ادامه در می�شود. شامل را استقلال و واگرایی فرض دوم قسمت و همگرایی فرض لم این اول قسمت
شرط حذف و تضعیف جفتی، استقلال استقلال، شرط دوم، قسمت تعمیم�هاي دراغلب می�شود. پرداخت لم این دوم و اول قسمت�هاي

است. گرفته قرار بررسی مورد استقلال
همگرایی. جفتی، استقلال استقلال، کلیدي: واژه�هاي

بورل-کانتلی لم 2
فضاي در پیشامدها از دنباله یک {An;n ≥ ١} کنید فرض

باشد. (Ω,F , P ) احتمال
آن�گاه ،∑∞

n=١ P (An) <∞ اگر ( الف

P (An .i.o) = ٠,

آن در که

[An .i.o] = lim supAn =
∞∩
n=١

∞∪
k=n

Ak

Anها= از نامتناهی تعداد وقوع

باشد مستقل پیشامدهاي از دنباله یک {An;n ≥ ١} اگر ( ب
باشیم داشته و

∞∑
n=١

P (An) = ∞, (1)

آن�گاه

P (An .i.o) = ١.

مقدمه 1

فضاي در پیشامدها از دنباله یک {An;n ≥ ١} کنید فرض
احتمال شرایطی تحت بورل-کانتلی لم باشد. (Ω,F , P ) احتمال
مباحث در و می�کند محاسبه را �Anها از نامتناهی تعداد رخداد
این دارد. فراوانی کاربردهاي مطمئن تقریباً همگرایی به مربوط
همگرایی فرض از لم این اول بخش در است. بخش دو شامل لم
سري این واگرایی فرض از دوم بخش در و ∑∞

n=١ P (An)

بورل- دوم و اول لم�هاي به که قسمت دو این می�شود. استفاده
یکنوا همگرایی از خاصی حالت اول لم شده�اند. معروف کانتلی
برده �کار به نامنفی سري�هاي براي که است اندازه نظریه از
قابل گسترده�اي به�طور پیشامدها بودن دلخواه دلیل به و می�شود
بورل- لم دوم قسمت در کننده محدود شرط یک است. استفاده
شرط این است شده سعی همواره که است استقلال شرط کانتلی
این کاربرد میدان استقلال شرط شدن ضعیف�تر شود. ضعیف�تر

می�کند. وسیع�تر را لم
کرمان کرمان، باهنر شهید دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 1

کرمان کرمان، باهنر شهید دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 2
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و
∞∑
n=١

P (An

∩
Ac

n+υn
) <∞, (5)

داشت: خواهیم صورت این در

P (An i.o.) = ٠. (6)

استپانوف اول تعمیم 2.3
.[19] است (1.3) قضیۀ از تعمیمی قضیه این

که باشد پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} اگر .3.3 قضیۀ
باشد: برقرار زیر عبارت m ≥ ٠ هر به�ازاي و ،P (An) −→ ٠

∞∑
n=١

P (Ac
nA

c
n+١ . . . A

c
n+m−١An+m) <∞, (7)

آن�گاه

P (An i.o.) = ٠. (8)

1.3 قضیه در (2) شرط از است m ≥ ٠ که وقتی (7) شرط
است. ضعیف�تر

مانند دنباله�اي هر به�ازاي که می�دهد نشان قضیه این .4.3 تذکر
پیشامدها، از {An;n ≥ ١}

P (An i.o.) = α ∈ [٠, ١],

اگر تنها و اگر

lim
n−→∞

∞∑
k=٠

P (Ac
n . . . A

c
n+k−١An+k) = α. (9)

استپانوف دوم تعمیم 3.3
باشد پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .5.3 قضیۀ

،P (An) −→ ٠ به�طوري�که

∞∑
n=١

P (An) = ∞,

∞∑
n=١

P (An

∩
An+١) = ∞

مذکور، لم دوم قسمت در می�شود مشاهده که همانگونه
ادامه در باشند. مستقل باید {An;n ≥ ١} دنبالۀ پیشامدهاي
می�شود. بررسی دوم لم تعمیم�هاي سپس و اول لم تعمیم�هاي ابتدا

بورل-کانتلی اول لم تعمیم�هاي 3
بارندورف-نیلسن تعمیم 1.3

دلخواه پیشامدهاي از دنباله�اي {An;n ≥ اگر{١ [2] .1.3 قضیۀ
که باشد

P (An) −→ ٠ as n −→ ∞,

و
∞∑
n=١

P (An

∩
Ac

n+١) <∞, (2)

آن�گاه

P (An i.o.) = ٠. (3)

اثبات.

P (An i.o.) ≤P (
∞∪

k=n

Ak) = P (An) + P (An+١
∩
Ac

n)

+ P (An+٢
∩
Ac

n+١

∩
Ac

n) + . . .

≤P (An) +
∞∑

k=n

P (Ac
k

∩
Ak+١).

داشت: خواهیم (2) به توجه با

lim
n→∞

∞∑
k=n

P (Ac
k

∩
Ak+١) = ٠,

داریم: ،P (An) −→ ٠ فرض به توجه با اینک

P (An i.o.) = ٠. (4)

پیشامدها از دلخواه یکدنبالۀ {An;n ≥ ١} فرضکنید .2.3 لم
به�طوري�که باشد مثبت صحیح اعداد از دنباله�اي {νn;n ≥ ١} و

P (An) −→ ٠ as n −→ ∞,
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داریم کوچک ε و n بزرگ کافی اندازه به مقادیر براي آن�گاه
∞∑
k=٠

P (Ac
n

∩
. . . Ac

n+k−١

∩
An+k)

≤ P (An) + P (Ac
n

∩
An+١)

q + ε

١ − q − ε
. (13)

باشد پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} اگر .10.3 قضیۀ
برقرار k ≥ ١ براي (12) رابطۀ و P (An) −→ ٠ به�طوري�که

آن�گاه باشد،

P (An .i.o) = ٠.

مارتینکاینن-پتروف تعمیم 5.3
معادل�اند: زیر موارد .٠ ≤ α ≤ ١ کنید فرض .11.3 قضیۀ

،P (An i.o.) ≥ α ( الف
داریم ،P (B) > ١ − α که B ∈ Fپیشامد هر به�ازاي ( ب

،∑∞
n=١ P (An

∩
B) = ∞

دنبالۀ ،P (B) > ١ − α با B ∈ F پیشامد هر به�ازاي ( ج
است. مثبت اعداد از نامتناهی تعداد شامل {P (An

∩
B)}

معادل�اند: زیر موارد .٠ < α ≤ ١ کنید فرض .12.3 نتیجه
،P (An i.o.) = α ( د

B ∈ F مانند پیشامدي ε > ٠ هر به�ازاي و است برقرار (ب) ( ه
به�طوري�که دارد وجود P (B) > ١ − α− ε شرط با

∞∑
n=١

P (An

∩
B) <∞,

B ∈ F مانند پیشامدي ε > ٠ هر به�ازاي و است برقرار (ج) ( و
براي به�طوري�که دارد وجود P (B) > ١ −α− ε شرط با
.[13] P (An

∩
B) = ٠ بزرگ، کافی اندازه به �nهاي

بورل-کانتلی دوم لم تعمیم�هاي 4
3 ٠ − ١ قانون 1.4

که گرفت نتیجه می�توان بورل-کانتلی لم دو کردن ترکیب با
حسب بر P (An i.o.) آن�گاه باشند، مستقل An پیشامدهاي اگر

و
∞∑
n=١

[P (An)− P (An

∩
An+١)] <∞, (10)

داشت: خواهیم آن�گاه

P (Ani.o.) = ٠.

.[20] کرد مشاهده زیر قضیۀ در می�توان را فوق قضیۀ کاربرد
متغیرهاي از دنباله�اي {Xn;n ≥ ١} کنید فرض .6.3 قضیۀ
ثابت مقداري µ که Xn

P−→ µ به�طوري�که باشد مستقل تصادفی
ε > ٠ هر به�ازاي کنید فرض همچنین است.

∞∑
n=١

P (Xn ̸∈ [µ− ε, µ+ ε]) = ∞,

∞∑
n=١

P (Xn ̸∈ [µ− ε, µ+ ε] , Xn+١ ̸∈ [µ− ε, µ+ ε]) = ∞

و
∞∑
n=١

[
P (Xn ̸∈ [µ− ε, µ+ ε])−

P (Xn ̸∈ [µ− ε, µ+ ε] , Xn+١ ̸∈ [µ− ε, µ+ ε])
]
< ∞ (11)

صورت این در

Xn
a.s−→ µ.

از نزولی دنبالۀ یک {An;n ≥ ١} کنید فرض .7.3 گزارة
آن�گاه ،P (An) −→ ٠ به�طوري�که باشد پیشامدها

P (An i.o.) = ٠.

از مرتب دنبالۀ یک {Xn;n ≥ ١} کنید فرض .8.3 نتیجه
است، ثابت µ Xnکه

P−→ µ به�طوري�که باشد تصادفی متغیرهاي
آن�گاه

Xn
a.s−→ µ.

استپانوف تعمیم 4.3
.[21] است به�دست�آمده 4.3 تذکر از تعمیم این .9.3 نتیجه

باشیم: داشته k ≥ ١ هر به�ازاي کنید فرض

lim
n−→∞

P (Ac
n

∩
. . . Ac

n+k

∩
An+k+١)

P (Ac
n

∩
. . . Ac

n+k−١
∩
An+k)

≤ q ∈ [٠, ١), (12)
3 Zero-One Law
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آن�گاه

E(In) = P (An), V ar(In) = P (An)(١ − P (An))

داریم: پیشامد�ها) دو به (دو جفتی استقلال فرض به توجه با

E(IiIj) = E(Ii)E(Ij) ∀ i ̸= j.

می�شود؛ ظاهر زیر به�صورت قضیه نتیجه در
∞∑
n=١

E(In) = ∞ =⇒ P (

∞∑
n=١

In = ∞) = ١.

داشت: خواهیم چبیشف نامساوي به توجه با اینک

P

(∣∣∣ n∑
k=١

(Ik − E(Ik))
∣∣∣ > ١

٢

n∑
k=١

P (Ak)

)

≤
var(

∑n
k=١ Ik)( ١

٢
∑n

k=١ P (Ak)
)٢

= ۴
[∑n

k=١ P (Ak)−
∑n

k=١(P (Ak))
٢](∑n

k=١ P (Ak)
)٢

= ۴
[

١∑n
k=١ P (Ak)

−
∑n

k=١(P (Ak))
٢(∑n

k=١ P (Ak)
)٢

]
≤ ۴∑n

k=١ P (Ak)
−→ ٠, n −→ ∞

این بر بنا

lim
n→∞

P
( n∑
k=١

Ik >
١
٢

n∑
k=١

E(Ik)
)
= ١.

داشت: خواهیم پیوستگی قضیه طبق نهایت در و

P
(
lim

n→∞

n∑
k=١

Ik >
١
٢

n∑
k=١

E(Ik)
)
= P

( ∞∑
k=١

Ik = ∞
)
= ١.

دو به دو پیشامدهاي از دنباله�اي {An;n ≥ اگر{١ .5.4 قضیۀ
آن�گاه باشد، مستقل

P (Ani.o.) =

 ٠ if
∑∞

n=١ P (An) <∞,

١ if
∑∞

n=١ P (An) = ∞
(21)

استقلال شرط که است (4.4) قضیه از نتیجه�اي فوق قضیه
است[11]. شده تضعیف جفتی استقلال شرط به 1.4

را 1 یا ٠ مقدار باشد، واگرا یا همگرا ∑∞
n=١ P (An) این�که

می�شود. پرداخته دوم لم تعمیم�هاي به ادامه در می�کند. اختیار

مستقل پیشامدهاي از دنباله�اي {An;n ≥ ١} اگر .1.4 قضیۀ
آن�گاه باشد،

P (Ani.o.) =

 ٠ if
∑∞

n=١ P (An) <∞,

١ if
∑∞

n=١ P (An) = ∞.
(14)

باشند، مستقل تصادفی متغیرهاي {Xn;n ≥ اگر{١ .2.4 نتیجه
ε > ٠ هر به�ازاي آن�گاه

Xn
a.s−→ ٠ as n −→ ∞ ⇐⇒

∞∑
n=١

P (|Xn| > ε) < ∞. (15)

چنانچه نباشند، مستقل {An;n ≥ ١} دنبالۀ پیشامدهاي اگر
که یافت فوق دنبالۀ از {Ank

; k ≥ ١} مانند زیردنباله�اي بتوان
بود. خواهد ساده P (An i.o.) = ١ ثابت آن�گاه باشند، مستقل

داریم. را زیر قضیه رابطه این در

پیشامدهاي از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .3.4 قضیۀ
داشته وجود {nk; k ≥ ١} مانند دنباله�اي زیر اگر باشد. دلخواه
باشند مستقل پیشامدهایی {Ank

; k ≥ ١} عناصر به�طوري�که باشد
و

∞∑
n=١

P (Ank
) = ∞, (16)

آن�گاه

P (An i.o.) = ١. (17)

پیشامدهاي از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .4.4 قضیۀ
باشیم داشته i ̸= j هر به�ازاي یعنی باشد مستقل دو به دو

P (AiAj) = P (Ai)P (Aj), (18)

آن�گاه کند، صدق (1) شرط در و

P (An i.o.) = ١. (19)

می�گیریم؛ نظر در را زیر نشانگر تابع ابتدا در اثبات.

In =

 ١ if An

٠ o.w.
(20)
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طرفی از
E(η٢

n) = var(ηn) + (E(ηn))
٢.

(25)؛ و (24)، (22) روابط به توجه با اینک
١ = lim

n−→∞

E(η٢
n)

(E(ηn))٢ = lim
n−→∞

var(ηn) + (E(ηn))
٢

(E(ηn))٢

= lim
n−→∞

var(ηn)

(E(ηn))٢ + ١

=⇒ lim
n−→∞

var(ηn)

(E(ηn))٢ = ٠. (26)
داشت: خواهیم چبیشف نامساوي و (26) به توجه با

P (An .i.o) = ١.

P (AiAj) ≤ ،i ̸= j هر به�ازاي اگر .(10) 8.4 نتیجه
تعداد 1 احتمال با آن�گاه باشد، برقرار (1) شرط و P (Ai)P (Aj)

می�دهند. رخ همزمان به�طور An پیشامدهاي از نامتناهی

رنی-لامپرتی تعمیم 3.4
صدق (1) در پیشامدها از {An;n ≥ ١} دنبالۀ اگر .9.4 قضیۀ

و کند

lim inf

∑n
i,j=١ P (AiAj)[∑n
j=١ P (Aj)

]٢ = L ≥ ١, (27)

آن�گاه
P (An i.o.) ≥

١
L
. (28)

یان تعمیم 4.4
ساده�تري و جدید ثابت ارداس چانگو نامساوي از استفاده با [7]
دیگري بیان حقیقت در است. شده ارائه رنی-لامپرتی تعمیم براي

.[22] است 9.4 قضیۀ از
پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .10.4 قضیۀ

آن�گاه کند. صدق (1) شرط در به�طوري�که باشد

P (Ani.o.) ≥ lim sup
n−→∞

[∑n
j=١ P (Aj)

]٢∑n
i,j=١ P (AiAj)

= lim sup
n−→∞

∑
١≤i<j≤n P (Ai)P (Aj)∑

١≤i<j≤n P (AiAj)
. (29)

رنی و ارداس تعمیم 2.4
جایگزین با بورل-کانتلی دوم لم در رنی و ارداس 1959 سال در
حدي شرط یک و جفتی استقلال شرط با استقلال شرط نمودن

.[9] نمودند ثابت و بیان زیر قضیه شکل به را لم این

به دو پیشامدهاي از دنباله یک {An;n ≥ ١} اگر .6.4 قضیۀ
و کند صدق (1) در که باشد مستقل دو

lim inf
n−→∞

∑n
i,k=١ P (AiAk)[∑n
k=١ P (Ak)

]٢ = ١, (22)

آن�گاه

P (An .i.o) = ١. (23)

می�شود. استفاده زیر لم از ثابت براي

که باشد پیشامدهایی از دنباله یک {An;n ≥ ١} اگر .7.4 لم
داریم: n طبیعی عدد هر به�ازاي آن�گاه باشند، مستقل بدو دو
n∑

i,k=١

P (Ai

∩
Ak) =

[ n∑
k=١

P (Ak)
]٢

+
n∑

k=١

P (Ak)[١ − P (Ak)]. (24)

تعریف زیر به�صورت را نشانگر توابع از {ak} دنبالۀ اگر اثبات.
شود

ak =

 ١ if Ak

٠ o.w.

دانیم: می

E(ak) = P (Ak), E(akal) = P (AkAl),

آن�گاه شود، گرفته نظر در ηn =
∑n

k=١ ak اگر
n∑

k=١

n∑
l=١

P (AkAl) =
n∑

k=١

n∑
l=١

E(akal)

= E(
n∑

k=١

ak

n∑
l=١

al)

= E(η٢
n)

=⇒
∑n

k=١
∑n

l=١ P (AkAl)

(
∑n

k=١ P (Ak))٢ =
E(η٢

n)

(E(ηn))٢ .

(25)
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است، کراندار صفر از x− ١
٢cx

٢ این�که به توجه با

P (An i.o) > ٠.

ارتگا-شبر تعمیم 6.4
و کند صدق (1) در {An;n ≥ ١} دنبالۀ اگر .12.4 قضیۀ

lim inf
n−→∞

∑
١≤i<j≤n[P (AiAj)− P (Ai)P (Aj)][∑n

k=١ P (Ak)
]٢ ≤ ٠. (32)

آن�گاه

P (An i.o) = ١. (33)

آن در که Nn =
∑n

i=١ IAi کنید فرض اثبات.

IAi =

 ١ if Ai

٠ o.w.

و

E(Nn) =
n∑

i=١

P (Ai) = ∞,

داریم؛ چبیشف نامساوي از استفاده با

P
{
|Nn − E(Nn)| >

١
٢
E(Nn)

}
≤ ۴V ar(Nn)

(E(Nn))٢ ,

زیر نامساوي و Nn بودن غیرنزولی و فرض(32) به توجه با

V ar(Nn) ≤
n∑

i=١

P (Ai) + ٢
n∑

i=١

[
P (Ai

∩
Aj)− P (Ai)P (Aj)

]
داشتیم؛ 6.4 قضیه ثابت در طرفی از

lim inf
n→∞

۴V ar(Nn)

(E(Nn))٢ = ٠,

این بر بنا

P (An i.o) = ١. (34)

یا مستقل دو به دو {An;n ≥ ١} دنبالۀ پیشامدهاي اگر ویژه، به
باشند داشته منفی همبستگی

P (AiAj) ≤ P (Ai)P (Aj), ∀i ̸= j

آن�گاه

P (An i.o) = ١.

لامپرتی تعمیم 5.4
براي و کند صدق (1) در {An;n ≥ ١} دنبالۀ اگر .11.4 قضیۀ
[12] باشیم داشته C و∞> N ثابت�هاي و i, j > N مقادیر همۀ

P (AiAj) ≤ CP (Ai)P (Aj), (30)

داشت خواهیم آن�گاه

P (An i.o) > ٠. (31)

وقتی دهیم نشان باید P (An i.o) > ٠ اثبات براي اثبات.
مفهوم بدین است کراندار صفر از P (∪∞

n=k An) ،k −→ ∞

به�طوري�که دارد وجود m > ٠ آن�گاه ،k −→ ∞ اگر که
باز���ة زیر I کنید فرض منظور این براي .P (∪∞

n=k An) > m

،x ∈ I هر به�ازاي باشید داشته توجه باشد. (٠, ٢
c ) از بسته�اي

می�توان (1) به توجه با اینک است کراندار صفر از x− ١
٢cx

٢

که کرد انتخاب طوري را n٢ > n١ > k

n٢∑
n=n١

P (An) = x ∈ I,

که P (An) ̸−→ این�که٠ مگر است امکان�پذیر همواره عمل این
مساوي نا طبق اینک است. واضح (31) رابطۀ این�صورت در

داشت: خواهیم بونفرونی

P (

n٢∪
n=n١

An) ≥
n٢∑

n=n١

P (An)−
∑

n١≤n<m≥n٢

P (AnAm)

=⇒P (
∞∪

n=k

An) ≥ P (

n٢∪
n=n١

An) ≥
n٢∑

n=n١

P (An)

− ١
٢
c

n٢∑
n,m=n١ n̸=m

P (An)P (Am)

≥ x− ١
٢
c

n٢∑
n,m=n١

P (An)P (Am) = x− ١
٢
cx٢.
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و ثابت H هر به�ازاي آن�گاه باشد، برقرار (1) شرط اگر اینک
.αH = β

(m)
H ،m مثبت ثابت و صحیح عدد هر و حقیقی

می�شود. پرداخته 15.6 قضیه ثابت به ادامه در

بنا چانگ-ارداس نامساوي اساس بر قضیه این اثبات اثبات.
پیشامدهاي {An;n ≥ ١} اگر نامساوي، طبق است. شده نهاده

آن�گاه باشند دلخواهی

P (
n∪

k=١

Ak) ≥

(∑n
k=١ P (Ak)

)٢

∑n
i,k=١ P (Ak

∩
Ai)

. (41)

که باشد پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض اینک
آن�گاه m < n اگر باشد؛ حقیقی ثابت H و کند صدق (1) در

چانگ-ارداس نامساوي به توجه با

P (

n∪
k=m

Ak) ≥

(∑n
k=m P (Ak)

)٢

∑n
i,k=m P (Ak

∩
Ai)

, (42)

طرفی از
n∑

i,k=m

P (AkAi) =
n∑

k=m

P (Ak) + ٢
∑

m≤i<k≤n

P (AkAi)

=

n∑
k=m

P (Ak) + T١ + T٢. (43)

آن در که

T١ = ٢
∑

m≤i<k≤n

(P (AiAk)−HP (Ai)P (Ak)),

T٢ = ٢H
∑

m≤i<k≤n

P (Ai)P (Ak). (44)

که است واضح

٢
∑

m≤i<k≤n

P (Ai)P (Ak) =
( n∑

k=m

P (Ak)
)٢

−
n∑

k=m

(P (Ak))
٢. (45)

و
n∑

k=m

(P (Ak))
٢ ≤

n∑
k=m

P (Ak).

اگر ثابت، m هر به�ازاي ،(1) رابطۀ و فوق نامساوي به توجه با
آن�گاه n −→ ∞∑n

k=m(P (Ak))
٢(∑n

k=m P (Ak)
)٢ ≤

( n∑
k=m

P (Ak)
)−١

−→ ٠, (46)

پتروف تعمیم�هاي 7.4
مطرح را بورل-کانتلی دوم لم از تعمیمی 2002 سال در پتروف
در کلی�تري به�صورت را تعمیم این 2004 سال در سپس و کرد
پرداخته تعمیم�ها این به ادامه در نمود. ارائه قضیه یک قالب

.[17 ،16] می�شود

براي و کند صدق (1) در {An;n ≥ ١} دنبالۀ اگر .13.4 قضیۀ
داشته H ≥ ١ و N ثابت�هاي و i, j > N, (i ̸= j) مقادیر همۀ

باشیم

P (AiAj) ≤ HP (Ai)P (Aj), (35)

آن�گاه

P (An i.o) ≥
١
H
. (36)

پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .14.4 قضیۀ
کافی اندازه به i, j هر به�ازاي و می�کند صدق (1) در که باشد

باشیم: داشته i ̸= j و بزرگ

P (AiAj) ≤ P (Ai)P (Aj), (37)

آن�گاه

P (An i.o) = ١. (38)

پیشامدها از دنباله یک {An;n ≥ ١} کنید فرض .15.4 قضیۀ
H حقیقی و دلخواه ثابت براي و کند صدق (1) در که باشد

کنیم: تعریف زیر به�صورت را αH ،

αH = lim inf
n−→∞

∑
١≤i<j≤n[P (AiAj)−HP (Ai)P (Aj)][∑n

k=١ P (Aj)
]٢ ,(39)

آن�گاه

P (An i.o) ≥
١

H + ٢αH
. (40)

می�کنیم. ثابت را فوق قضیه زیر لم از استفاده با

دهید قرار صحیح m ≥ ١ هر به�ازاي .16.4 لم

β
(m)
H = lim inf

n−→∞

∑
m≤i<j≤n[P (AiAj)−HP (Ai)P (Aj)][∑n

k=m P (Aj)
]٢ ,
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(1) شرط تحت H حقیقی و دلخواه ثابت براي .17.4 تذکر
داریم؛

H + ٢αH ≥ ١.

(1) شرط تحت آن�گاه باشد، H = اگر٠ .1 .18.4 نتیجه

P (An i.o) ≥
١

٢α٠
.

می�باشد. [10] از نتیجه�اي که

شرط(1) تحت باشد H = ١ اگر .2

P (An i.o) ≥
١

١ + ٢α١
,

آن�گاه باشند، برقرار (32) و (1) شرایط اگر و

P (An i.o) = ١.

به توجه با است. (1983) شبر و ارتگا از نتیجه�اي که
.γ = ٢+١α١ ≥ ١ ٢αH+Hو ≥ ١ ،H = ١ براي این�که

.α١ ≥ ٠ ،(1) شرط تحت این بر بنا

که i, k > N مقادیر همۀ براي (35) و (1) شرایط اگر .3
آن�گاه باشند، برقرار Nو H ≥ ١ مانند ثابت�هایی و i ̸= k

نتیجه در و αH ≤ ٠

H + ٢αH ≤ H =⇒ ١
H

≤ ١
H + ٢αH

,

می�شود نتیجه (40) رابطۀ از بلافاصله

P (An i.o) ≥
١
H
.

است. [16] تعمیم همان که

پتروف تعمیم با لامپرتی رنی- تعمیم ارتباط 8.4
یان توسط (15.4)

.[22] است پتروف تعمیم همان رنی-لامپرتی تعمیم .19.4 قضیۀ
دیگر به�عبارت

L = H + ٢αH = lim inf
n−→∞

∑n
i,j=١ P (AiAj)[∑n
j=١ P (Aj)

]٢ .

داریم: و(45) (44) به�کارگیري با
T٢(∑n

k=m P (Ak)
)٢

=
H
[(∑n

k=m P (Ak)
)٢

−
∑n

k=m(P (Ak))
٢
]

(∑n
k=m P (Ak)

)٢

= H
[

١ −
∑n

k=m(P (Ak))
٢(∑n

k=m P (Ak)
)٢

]

=⇒ lim
n−→∞

H
[

١ −
∑n

k=m(P (Ak))
٢(∑n

k=m P (Ak)
)٢

]
= H. (47)

و (42) به توجه با است. شده نتیجه (46) رابطۀ از اخیر تساوي
داریم؛ (43)

P (
n∪

k=m

Ak) ≥
(∑n

i,k=m P (AkAi)(∑n
k=m P (Ak)

)٢

)−١

=

(∑n
k=m P (Ak) + T١ + T٢(∑n

k=m P (Ak)
)٢

)−١

=

(( n∑
k=m

P (Ak)
)−١

+ T١

( n∑
k=m

P (Ak)
)−٢

+ T٢

( n∑
k=m

P (Ak)
)−٢

)−١

.

آن�گاه ،n −→ ∞ اگر ثابت، m هر به�ازاي (47) باتوجه اینک

P (

∞∪
k=m

Ak) ≥
(
H + lim inf

n−→∞
T١

( n∑
k=m

P (Ak)
)−٢

)−١

.

داشت: خواهیم (16.4) لم طبق نتیجه در

P (

∞∪
k=m

Ak) ≥
(
H + ٢αH

)−١
,

آن�گاه ،Bm =
∪∞

k=mAk دهیم قرار اگر

P (Bm) ≥
(
H + ٢αH

)−١
.

پیوستگی قضیه طبق است، نزولی {Bn} آن�جاکه از

lim
m→∞

P (Bm) = P (
∞∩

m=١

Bm) = P (An i.o),

این بر بنا

P (An i.o) ≥
(
H + ٢αH

)−١
.

می�شود. ثابت قضیه و
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آن�گاه
P (An i.o) ≥

١
(p!α)

١
p−١

. (51)

باشد پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} اگر .22.4 قضیۀ
صحیح عدد p ≥ ٢ و کند صدق (1) شرط در به�طوري�که

آن�گاه باشد، دلخواهی

lim
n−→∞

١
(E(Sn))p

∑
١≤i١≤i٢...≤ip≤n

p∏
j=١

P (Aij ) =
١
p!
, (52)

و
lim

n−→∞

١
E(Sn)p

∑
١≤i١≤i٢...≤ip≤n

P (

p∩
j=١

Aij ) =
١
p!
. (53)

چاندرا تعمیم 10.4
(1) رابطۀ در {An;n ≥ ١} دنبالۀ کنید فرض .(6) 23.4 قضیۀ

و کند صدق
L = lim inf

n−→∞

∑
١≤i<j≤n[P (AiAj)− aij ][∑n

j=١ P (Aj)
]٢ , (54)

،C٣ ثابت و C٢ ≥ ٠, C١ ≥ ٠ ،١ ≤ i < j به�ازاي به�طوري�که
aij =P (Aj−i)

[
C١P (Ai) + C٢P (Aj)

]
+ C٣P (Ai)P (Aj), (55)

بستگی C٣ و C٢ ،C١ به است ممکن L) باشد متناهی L اگر
و باشد) داشته

C + ٢L ≥ ١,

آن�گاه
P (An i.o) ≥

١
C + ٢L

, (56)
.C = C٣ + ٢(C١ + Cآن(٢ در که

داریم. نیاز زیر لم به قضیه این اثبات براي
و باشد برقرار (1) شرط اگر .24.4 لم

Bm = lim inf
n−→∞

∑
m≤i<j≤n[P (AiAj)− aij ][∑n

j=m P (Aj)
]٢ m ≥ ١,(57)

آن�گاه
B١ = Bm, ∀m ≥ ١. (58)

زیر برابري�هاي به توجه با اثبات.

٢
∑

١≤i<j≤n

P (AiAj) = ٢
n∑

i,j=١

P (AiAj)−
n∑

j=١

P (Aj),

٢
∑

١≤i<j≤n

P (Ai)P (Aj) =

( n∑
j=١

P (Aj)

)٢

−
n∑

j=١

(
P (Aj)

)٢
.

داریم،

٢αH = lim inf
n−→∞

{( n∑
i,j=١

P (AiAj)

)( n∑
j=١

P (Aj)
)−٢

−
( n∑
j=١

P (Aj)
)−١ −H

+H

( n∑
j=١

(
P (Aj)

)٢
)( n∑

j=١

P (Aj)
)−٢
}

=⇒H + ٢αH = lim inf
n−→∞

∑n
i,j=١ P (AiAj)[∑n
j=١ P (Aj)

]٢ .

آمجیبیچ تعمیم 9.4
باشد پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} اگر .20.4 قضیۀ

مقادیر همۀ براي و کند صدق (1) شرط در به�طوري�که

ip > ip−١ > . . . > i١ > L

باشیم داشته هستند، ثابت C ≥ ١ و L که ،

P (

p∩
j=١

Aij ) ≤ C

p∏
j=١

P (Aij ), (48)

آن�گاه

P (An i.o) ≥
١

C
١

p−١
. (49)

پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .21.4 قضیۀ
صحیح عدد p ≥ ٢ و کند صدق (1) شرط در به�طوري�که باشد

،Ai پیشامد نشانگر تابع IAi اگر باشد. دلخواهی

Sn =
n∑

k=١

IAk
, E(Sn) =

∑n
k=١ P (Ak),

و

α = lim inf
n−→∞

∑
١≤i١≤i٢...≤ip≤n P (

∩p
j=١ Aij )

(E(Sn))p
, (50)
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و

lim inf
n→∞

lim sup
n→∞

∑
m≤i<j≤n aij(∑

m≤j≤n P (Aj)
)٢ ≤ d.

آن�گاه باشند، متناهی d و L اگر

P (An i.o) ≥ (٢d+ ٢L)−١.

d+ L ≥ ١
٢

ارداس و چانگ تعمیم 11.4
از دلخواهی دنبالۀ {An;n ≥ ١} کنید فرض .26.4 قضیۀ

،[7] کند صدق زیر شرایط در که باشد پیشامدها

الف)
∑

P (Ak) = ∞,

و C(h) ،n ≥ h که مثبت صحیح n, h جفت هر به�ازاي ب)
داریم: هر به�ازاي به�طوري�که دارد وجود H(n, h) > h

P (Ak|Ac
h . . . A

c
n) > CP (Ak) ∀k ≥ H(n, h) (61)

وجود زیر ویژگی�هاي با C٢ و C١ اثبات مطلقاً مقدار دو ج)
دارد:

Ai١ , . . . , Ais پیشامدهاي از مجموعه�اي ،Ai هر با متناظر
به�طوري�که دارد وجود {Ak} از

s∑
j=١

P (Ai

∩
Aij ) < C١P (Ai), (62)

نباشد، (١ ≤ j ≤ s) �Aijها از یکی Ak ولی k > i اگر و
آن�گاه

P (Ai

∩
Ak) < C٢P (Ai)P (Ak), (63)

فوق شرایط تحت

P (An i.o.) = ١. (64)

ثابت راحتی به را فوق قضیۀ می�توان زیر لم از استفاده با
نمود.

می�شود. پرداخته قضیه اثبات به ادامه در

باشد N ≥ m و صحیح عدد m ≥ ١ کنید فرض n∑اثبات.
j=m P (Aj) > ٠. به�طوري�که

این�که به توجه با و (42) چانگ-ارداس مساوي نا از استفاده با
n∑

i,j=m

P (Ai

∩
Aj) =Sm,n + T١ + T٢

Sm,n =
n∑

j=m

P (Aj)

T١ =٢
∑

m≤i<j≤n

[P (AiAj)− aij ]

T٢ =٢
∑

m≤i<j≤n

aij

T٢ ≤٢
(
C٣

٢
+ C١ + C٢

)
S٢
m,n

+

(
C١ + C٢

)
S١,mSm,n

− C٣

n∑
j=m

(P (Aj))
٢.

داشت خواهیم

lim sup
n→∞

T٢

S٢
m,n

≤ C,

شرط به توجه با این بر بنا ؛ C = C٣ + ٢(C١ +C٢) آن در که
(1)

P (
∞∪

j=m

Aj) ≥ (lim inf
T١

S٢
m,n

+ lim sup
T٢

S٢
m,n

)−١

≥ (٢L+ C)−١ ((24.4) لم (طبق

حاصل پتروف تعمیم همان ،C١ = C٢ = ٠ اگر که است واضح
می�شود.

می�آید. دست به زیر کلّی�تر نتیجۀ فوق اثبات به�کارگیري با

از دلخواهی دنبالۀ {An;n ≥ ١} کنید فرض .25.4 قضیۀ
می�کند، صدق (1) شرط در که باشد پیشامدها

L = lim inf
n−→∞

∑
١≤i<j≤n[P (AiAj)− aij ][∑n

j=١ P (Aj)
]٢ , (59)

∑
١≤i<m≤j≤n

|aij | = o

(( ∑
m≤j≤n

P (Aj)
)٢
)

∀m ≥ ١,(60)
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براس تعمیم 13.4
اکیداً دنباله یک اگر تنها و اگر P (An i.o.) = ١ .31.4 قضیۀ
[4] باشد داشته وجود {tk; k ≥ ١} مانند طبیعی اعداد از صعودي

به�طوري�که،
∑
k

P (Atk |Ac
tk−١

) = ∞.

لی-شن فنگ- تعمیم 14.4
باشد: برقرار زیر عبارت کنید فرض .32.4 قضیۀ

lim
m−→∞

m∑
n=١

wnP (An) = ∞, (68)

،[8] باشد) هم منفی می�تواند (که است حقیقی وزن wn که
آن�گاه

P (lim supAn) ≥ lim sup
n−→∞

(
∑n

k=١ wkP (Ak))
٢∑n

i=١
∑n

j=١ wiwjP (Ai
∩

Aj)
. (69)

دست به زیر نتیجۀ فوق قضیۀ در wn = ١
P (An)

انتخاب با
می�آید؛

برقرار n ∈ N هر به�ازاي P (An) > ٠ کنید فرض .33.4 نتیجه
می�شود: برقرار زیر عبارت آن�گاه باشد،

P (lim supAn) ≥ lim sup
n−→∞

n٢∑n
i=١
∑n

j=١
P (Ai

∩
Aj)

P (Ai)P (Aj)

. (70)

کرد. ثابت را فوق قضیه می�توان زیر لم دو از استفاده با

آن�گاه wn ∈ R و باشد برقرار (68) شرط کنید فرض .34.4 لم

lim
n→∞

∑n
i=١
∑n

j=١ P (Ai

∩
Aj)∑n

i=٢
∑n

j=٢ P (Ai

∩
Aj)

= ١. (71)

و wn ∈ R باشد، برقرار (68) شرط کنید فرض .35.4 گزارة
داشت: خواهیم آن�گاه ،s ∈ N

lim sup
n→∞

(
∑n

k=١ wkP (Ak))
٢∑n

i=١
∑n

j=١ wiwjP (Ai

∩
Aj)

= lim sup
n→∞

(
∑n

k=s wkP (Ak))
٢∑n

i=s

∑n
j=s wiwjP (Ai

∩
Aj)

. (72)

پیشامدها از دلخواهی دنبالۀ {An;n ≥ ١} کنید فرض .27.4 لم
داریم: باشد P (∪n

k=١ Ak) > ٠ و

٢
∑

١≤i<k≥n

P (Ai

∩
Ak) ≥

[
P
( n∪
k=١

Ak

)]−١( n∑
k=١

P (Ak)
)٢

−
n∑

k=١

P (Ak). (65)

شوستر تعمیم 12.4
که A ∈ F[18] مجموعه هر به�ازاي اگر الف) .28.4 ∞∑قضیۀ

k=١ P (A
∩
Ak) = ∞, و P (A) > ٠

آن�گاه

P (Ak i.o) = ١. (66)

به�طوري�که باشد داشته وجود A ∈ F اگر ( ب

∞∑
k=١

P (A
∩
Ak) <∞,

داریم: آن�گاه

P (Ak i.o) ≤ ١ − P (A). (67)

متناهی تعداد فقط این�که براي کافی و لازم شرط .29.4 قضیۀ
به�ازاي که است این دهد رخ یک احتمال با Ak پیشامدهاي از
به�طوري�که باشد داشته وجود Dε پذیر اندازه مجموعۀ ε > ٠ هر

،P (Dε) > ١ − ε ( الف

.∑∞
k=١ P (Dε

∩
Ak) <∞ ( ب

داشته وجود A ∈ F مانند مجموعه�اي اگر ( الف .30.4 نتیجه
آن�گاه باشد، ∞∑همگرا

k=١ P (A
∩
Ak) به�طوري�که باشد

اتفاق P (A) از ناکمتر احتمالی با Ak متناهی تعداد فقط
می�افتد.

برقرار زیر تساوي و(29.4) (28.4) قضایاي نتایج ترکیب با ( ب
است؛

P (Ak i.o) = ١ − sup
{
P (A) : A ∈ F ,

∞∑
k=١

P (A
∩

Ak) < ∞
}
.
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فوق قضیه از خاصی حالت (15.4) پتروف قضیۀ می�دهد نشان که
[17 ،16 ،15 ،12 ،10 ،9] تعمیم مانند دیگر تعمیم چندین است.

می�باشند. تعمیم این از خاصی حالت�هاي

نتیجه�گیري 5
از نامتناهی تعداد رخداد احتمال شرایطی، تحت بورل-کانتلی لم
می�کند. محاسبه احتمال فضاي یک در را پیشامدها از دنباله یک
محاسبۀ شرایط بورل-کانتلی، دوم و اول لم شد�ة بیان تعمیم�هاي با
است. شده ساده�تر پیشامدها این از نامتناهی تعداد رخداد احتمال
با دوم لم در و همگرایی شرط تضعیف با اول لم در تعمیم�ها این

به�دست�آمده�اند. استقلال شرط تضعیف

زاي تعمیم 15.4
پیشامدها از دنباله�اي {An;n ≥ ١} کنید فرض .36.4 قضیۀ
پیشامد نشانگر تابع IAi ،[23] کند صدق (1) شرط در که باشد

.Sn =
∑n

i=١ IAi و Tn =
SnI(Sn>٠)

E(Sn)
باشد، Ai

آن�گاه
sup

p>٠,p ̸=١
lim supn−→∞(E(T p

n))
١

١−p ≤ P (lim supAn)

≤ infp<٠ lim inf(E(T p
n))

١
١−p . (73)

داریم: ،p = ٢ براي .37.4 تذکر
sup

p>٠,p̸=١
lim sup
n→∞

(E(T p
n))

١
١−p ≥ lim sup

n−→∞
(E(T ٢

n))
−١

= lim sup
n−→∞

(
∑n

i=١ P (Ai))
٢∑n

i,k=١ P (Ai

∩
Ak)

=
١

٢α٠
.
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