
53 61-53 صص ،42 پیاپی شمارة ،1395 زمستان و پاییز دوم، شمارة یکم، و بیست سال آماري، اندیشۀ

ورودي با فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون تحلیل
مثلثی فازي خروجی و دقیق

آرشی3 محمد ربیعی،2 محمدرضا فرخی،1 معصومه

1395/5/22 دریافت: تاریخ
1396/2/17 پذیرش: تاریخ

چکیده:
پیشنهاد مثلثی فازي خروجی و دقیق ورودي دادههاي از مجموعهاي براي جدیدي موزون4 فازي ستیغی رگرسیون روش مقاله این در
از استفاده با آن پیشگوي5 خطاي و آمده دست به رگرسیونی مدل فازي پارامترهاي ستیغی برآوردگر منظور، این براي است. شده
تعیین ضریب پیشنهادي، رگرسیونی مدل ارزیابی براي است. شده ارزیابی متفاوت دقیق، ستیغی ضرایب ازاي به موزون فازي نرم
بهکمک فازي ستیغی رگرسیون و معمولی فازي رگرسیون مدل مقایسۀ به عددي مثالهاي ارائۀ با سپس میکنیم. معرفی را یافته تعمیم
پیشبین، متغیرهاي بین همخطی وجود صورت در میپردازیم. فازي تعیین ضریب و پیشگویی خطاهاي دوم توان میانگین مقدار

بود. خواهد معمولی فازي رگرسیون نتایج از بهتر فازي ستیغی رگرسیون مدل از بهدستآمده نتایج
تعمیم تعیین ضریب موزون، فازي ستیغی رگرسیون ستیغی، برآوردگر فازي، رگرسیون مثلثی، فازي اعداد کلیدي: واژههاي

یافته.

یک حل با ستیغی برآوردگر شد. پیشنهاد [6] وکنارد هورل
را ستیغی برآوردگر میآید. بهدست نرمال معادلات از دسته

میکنیم: تعریف زیر معادله جواب بهعنوان

(X′X+ kI)β̂R = X′Y,

داریم آن حل از که

β̂R = (X′X+ kI)−١X′Y,

میشود. انتخاب تحلیلگر توسط که است ثابتی k ≥ ٠ آن در که
رابطۀ پیشبین، متغیرهاي بین که زمانی نیز فازي رگرسیون در
این رفع براي و دارد وجود مشکل این باشد، داشته وجود همخطی
زمینه در کرد. استفاده فازي ستیغی رگرسیون از میتوان مشکل
دادهاند انجام مطالعاتی [4] همکاران و هانگ فازي، رگرسیون
به میتوان فازي رگرسیون زمینۀ در اخیر کارهاي جمله از و
[2] ارقامی و یگانه میرزایی همچنین و [1] طاهري و نما کلکین
رویکرد چندین مقاله این در ارقامی و یگانه میرزایی کرد. اشاره

مقدمه 1
آنها لاینفک جزء نادقیق مؤلفههاي که کاربردي مسائل در
و ویژگیها بررسی براي فازي مجموعههاي از استفاده هستند،
فعلی هاي محدودیت از برخی آنها، کارایی میزان اندازهگیري
در فازي دادههاي با نادقیق آماري تحلیل میسازد. برطرف را
رگرسیون کیفیت، کنترل مانند آماري علوم شاخههاي از بسیاري
کلاسیک رگرسیون در است. توسعه به رو اعتماد قابلیت و
مستقل، متغیرهاي بین جمله از میشود گرفته نظر در مفروضاتی

هستند. دقیق ورودي متغیرهاي و ندارد وجود همخطی رابطۀ
تحلیل در پیشبین متغیرهاي بین چندگانه خطی هم وقوع
در شدید ناپایداري باعث است ممکن خطی رگرسیونی
شود. رگرسیونی پارامترهاي دوم توانهاي کمترین برآوردهاي
و لاسو ستیغی، رگرسیون جمله از مختلفی روشهاي رو این از
دارد. وجود مشکل این بر غلبه براي اصلی مؤلفههاي رگرسیون
توسط بار اولین که است ستیغی رگرسیون روشها این از یکی

ایران شاهرود، صنعتی دانشگاه آمار ارشد کارشناس دانشآموختۀ 1

ایران شاهرود، صنعتی دانشگاه آمار 2گروه
ایران شاهرود، صنعتی دانشگاه آمار گروه 3

4 weighted
5 predicted error [
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میشود: تعریف زیر بهصورت
(1)[

AL (h) , AU (h)
]
= [mA − (١ − h) lA, mA + (١ − h) rA]

A فازي عدد h-برش شکل1.
یک در حقیقی عدد یک ضرب و فازي عدد دو جمع زیر، روابط
توسط که توسیع اصل مفهوم از که میدهند، نشان را فازي عدد
A١ = (m١, l١, r١) اگر است. شده برگرفته شد، معرفی [9] زاده
،λ ∈ R و باشند T(R) در فازي عدد دو A٢ = (m٢, l٢, r٢) و

A١ +A٢ = (m١ +m٢, l١ + l٢, r١ + r٢) , (2)

λA١ =


(λm١, λl١, λr١) , λ > ٠

(λm١,−λr١,−λl١) , λ < ٠
(3)

فازي عدد دو بین موزون فاصلۀ 1.2
وزنی تابع پایۀ بر را B و A فازي عدد دو بین فاصلۀ [10] ژو

میکند تعریف زیر بهصورت f(h)

d (A,B) =

[∫ ١

٠
f (h) d٢ (Ah, Bh) dh

] ١
٢

, (4)

آن در که
d٢ (Ah, Bh) =

[
AL

h −AU
h

]٢
+
[
BL

h −BU
h

]٢
, (5)

f (٠) = داریم و است [0،1] بازة روي صعودي تابع یک f(h) و
.∫ ١

٠ f(h)dh = ١
٢ و ٠

در باشند. مثلثی فازي عدد دو B و A کنید فرض .1.2 قضیۀ
داریم: f (h) = h وزنی تابع پایۀ بر صورت این

d٢ (A,B) = (mA −mB)
٢

+
١
٣
(mA −mB) [(rA − rB)− (lA − lB)]

+
١
١٢

[
(lA − lB)

٢
+ (rA − rB)

٢
]
. (6)

ستیغی رگرسیون زمینۀ در کردند. بررسی را فازي رگرسیون در
جدید روشی که کرد اشاره [5] لی و چنگ به میتوان فازي
مثلثی فازي خروجی و دقیق ورودي با دادهها از مجموعهاي براي
رگرسیون که [8] کاپیل و بلاسوندارام همچنین و کردند پیشنهاد
و دقیق وروديهاي از مجموعهاي براي موزون فازي ستیغی
در کرنل تابع از استفاده با و کردند پیشنهاد مثلثی فازي خروجی
فرنوش دادند. کاهش امکان حد تا را خطا مربع میانگین برآورد،
فازي ناپارامتري رگرسیون مدل ستیغی برآورد [7] همکاران و
دیاموند فاصلۀ از آنان کردند. بررسی مثلثی فازي اعداد براي را
روش از همچنین و کردند استفاده مدل خطاي محاسبۀ براي
در کردند. استفاده پارامتر بهینه مقدار انتخاب براي اعتبارسنجی
موزون، فازي نرم با فازي ستیغی رگرسیون روش یک مقاله این
مثلثی فازي وخروجی دقیق ورودي دادههاي از مجموعهاي براي
کدام هر براي روش این در دقیقتر، طور به است. شده پیشنهاد
متفاوتی جریمههاي مدل، شیب و مبدأ از عرض پارامترهاي از
از کدام هر تأثیر میزان میتوان کار این با میگیریم. نظر در را
کمک با همچنین کرد. کنترل جداگانه بهطور را پارامترها این
میکنیم. معرفی را فازي تعیین ضریب شده، دار وزن فازي نرم
و مفاهیم 2 بخش در است: زیر بهصورت مقاله ساختار
مدل 3 بخش در میکنیم، بیان را فازي آمار اولیۀ تعاریف
معیار بخش4 در و میکنیم ارائه را فازي ستیغی رگرسیون خطی
تأثیر چگونگی 5 بخش در کرده، معرفی را مدل برازش نیکویی
میکنیم. بررسی عددي مثالهاي قالب در را ستیغی پارامترهاي

اولیه تعاریف و مفاهیم 2
بهشکل و A(.)عضویت تابع با A مثلثی فازي عدد هر فرضکنید

میشود: تعریف زیر بهصورت ،A = (mA, lA, rA)

A(x) =



x−mA+lA
lA

, mA − lA ≤ x < mA

mA+rA−x
rA

, mA ≤ x < mA + rA

٠, اینصورت غیر در
راست پهناي و چپ پهناي بهترتیب rAو lA و مرکز mA که
T (R) با را مثلثی فازي اعداد همۀ مجموعۀ است. فازي عدد
فازي عدد بالاي حد و پایین حد به توجه با میدهیم. نمایش
فازي عدد هر براي است، mA + rA و mA − lA بهترتیب A
Aبرش-h که h ∈ [٠, و[١ A = (mA, lA, rA) ∈ T (R) [
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ضرایب λ١, λ٢ > ٠ پارامترهاي است. r = (rY١ , . . . , rYp)
t

هستند. ستیغی رگرسیونی

،j = ١, · · · , p بهازاي مسئله کلیت از شدن کاسته بدون اثبات.
آنها میتوان باشند، منفی اعدادي ها xj که صورتی (در xj ≥ ٠

تعاریف از استفاده با کرد) تبدیل مثبت اعدادي به انتقال یک با را
8 رگرسیونی مدل ،3 و 2 در مثلثی اعداد اسکالر ضرب و جمع

میآید: دست به زیر بهشکل

Y =

 p∑
j=١

mβjxj +mβ٠ ,

p∑
j=١

lβjxj + lβ٠ ,

p∑
j=١

rβjxj
+ rβ٠

 .

و دقیق ورودي هاي نمونه از مجموعههاي که کنید فرض
{(xi, Yi)}i=١, ..., n آن با متناظر مثلثی فازي مشاهدهشدة مقادیر
و xi = (xi١, . . . , xip)

t ∈ Rp بردار براي که باشد شده داده
مسئلۀ است. Yi = (mYi , lYi , rYi) ∈ T (R) مشاهدهشدة مقادیر
را λ٢ و λ١ پارامترهاي با فازي پارامتري دو ستیغی رگرسیون
تعریف زیر بهصورت بهینهسازي مسئلۀ یک بهعنوان میتوان

کرد:
(10)

min
β٠, β

λ١||β||٢ + λ٢||β٢||٠+
n∑

i=١

d٢ (β٠ + xt
iβ, Yi

)
,

داریم: 7 و 6 رابطههاي از استفاده با هستند. λ١, λ٢ > ٠ درآن که

λ١||β||٢ + λ٢||β٢||٠+
n∑

i=١

d٢ (β٠ + xt
iβ, Yi

)
=λ١

p∑
j=١

||(mβj
, lβj

, rβj
)||٢ + λ٢||(mβ٠

, lβ٠ , rβ٠)||
٢

+
n∑

i=١

||Yi − β٠ − xt
iβ||

٢

=λ١

p∑
j=١

[
m٢

βj
+

١
٣
mβj

(
rβj − lβj

)
+

١
١٢

(l٢βj
+ r٢

βj
)

]

+ λ٢(m
٢
β٠

+
١
٣
mβ٠ (rβ٠ − lβ٠) +

١
١٢

(l٢β٠
+ r٢

β٠
))

+
n∑

i=١


 p∑

j=١

mβjxij +mβ٠ −mYi

٢

+
١
٣

 p∑
j=١

mβjxij +mβ٠ −mYi


×

 p∑
j=١

rβjxij + rβ٠ − rYi


(11)

B = (mB , lB , rB) و A = (mA, lA, rA) کنید فرض اثبات.
از استفاده با حال . f (h) = h و باشند مثلثی فازي عدد دو

داریم 5 و 4 و 1 رابطههاي

d٢ (A,B) =

∫ ١

٠

[
AL

h −BL
h

]٢
hdh+

∫ ١

٠

[
AU

h −BU
h

]٢
hdh

=

∫ ١

٠

(
[(mA − (١ − h) lA)− (mB − (١ − h) lB)]

٢

+ [(mA + (١ − h) rA)− (mB + (١ − h) rB)]
٢
)
hdh

=(mA −mB)
٢

+
١
٣
(mA −mB) [(rA − rB)− (lA − lB)]

+
١
١٢

[
(lA − lB)

٢ + (rA − rB)
٢
]
.

از A مانند مثلثی فازي عدد هر فاصلۀ فوق، رابطۀ در .2.2 نتیجه
بهصورت ( ٠ = (٠, ٠, ٠) (یعنی مبدأ

d٢ (A, ٠) = ||A||٢

= m٢
A +

١
٣
mA (rA − lA) +

١
١٢
(
l٢A + r٢

A

) (7)

میشود. محاسبه

پیشنهادي فازي ستیغی برآوردگر 3
میشود: تعریف زیر بهصورت فازي خطی رگرسیون مدل

Y = β٠ + xtβ, (8)

β = (β١, . . . , βp)
t و ،x = (x١, . . . , xp)

t ∈ Rp آن در که
بهازاي βj = (mβj

, lβj
, rβj

) که بهطوري است فازي بردار یک
Y = (mY , lY , rY ) و β٠ = (mβ٠ , lβ٠ , rβو(٠ j = ١, . . . , p

هستند. R روي مثلثی فازي اعداد

بهصورت 8 رگرسیونی مدل ضرایب ستیغی برآورد .1.3 قضیۀ
است: زیر

Ŷ =

[
xt ١

] At

λ١

et

λ٢

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

(m, l, r),

(9)

ماتریس سطر امین i و ،xt = (x١, . . . ,xp) آن در که
بردار e همچنین میدهد. تشکیل xt

i بردار را A ∈ Rn∗p

مناسب بُعد با I همانی ماتریس و n بُعد با یکها از ستونی
و l = (lY١ , . . . , lYp)

t و m = (mY١ , . . . , mYp)
t و ] است

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 a
nd

is
he

ye
am

ar
i.i

rs
ta

t.i
r 

on
 2

02
4-

04
-1

7 
] 

                               3 / 9

http://andisheyeamari.irstat.ir/article-1-441-en.html


همکاران و فرخی معصومه مثلثی فازي وخروجی دقیق ورودي با فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون تحلیل 56

+
n∑

i=١

α٢i[

p∑
j=١

lβjxij+lβ٠ − lYi − ξ٢i]

+

n∑
i=١

α٣i[

p∑
j=١

mβjxij+mβ٠ −mYi − ξ١i]. (14)

مشتق با قضیه، صورت در I و e ،Aماتریس تعریف از استفاده با
صفر با برابر و پارامترها از یک هر به نسبت L جملۀ از گیري

میشود: حاصل زیر معادلات دستگاه آن، دادن قرار

٢λ١mβ +
λ١

٣
(rβ − lβ) = −Atα١,

−λ١

٣
mβ +

λ١

۶
lβ = −Atα٢,

λ١

٣
mβ +

λ١

۶
rβ = −Atα٣,

٢λ٢mβ٠ +
λ٢

٣
(rβ٠ − lβ٠) = −etα١,

−λ٢

٣
mβ٠ +

λ٢

۶
lβ٠ = −etα٢,

λ٢

٣
mβ٠ +

λ٢

۶
rβ٠ = −etα٣,

٢ξ١ +
١
٣
(ξ٣ − ξ٢) = α١,

−١
٣
ξ١ +

١
۶
ξ٢ = α٢,

١
٣
ξ١ +

١
۶
ξ٣ = α٣.

داریم: فوق معادلات همزمان حل با

mβ = −At

λ١
(
٣
٢
α١ + ٣α٢ − ٣α٣),

lβ = −At

λ١
(٣α١ + ١٢α٢ − ۶α٣),

rβ = −At

λ١
(−٣α١ − ۶α٢ + ١٢α٣),

mβ٠ = −et

λ٢
(
٣
٢
α١ + ٣α٢ − ٣α٣),

lβ٠ = −et

λ٢
(٣α١ + ١٢α٢ − ۶α٣),

rβ٠ = −et

λ٢
(−٣α١ − ۶α٢ + ١٢α٣),

ξ١ = (
٣
٢
α١ + ٣α٢ − ٣α٣),

ξ٢ = (٣α١ + ١٢α٢ − ۶α٣),

ξ٣ = (−٣α١ − ۶α٢ + ١٢α٣).

(15)

بهصورت مینیممسازي مسئلۀ 14 در 15 شرایط جایگذاري با حال
میشود: نوشته زیر

−

 p∑
j=١

lβjxij + lβ٠ − lYi


+

١
١٢


 p∑

j=١

lβjxij + lβ٠ − lYi

٢

+

 p∑
j=١

rβk
xik + rβ٠ − rYi

٢

 (12)

شکل به میتوان را 10 رابطۀ مینیممسازي مسئلۀ که کنید توجه
نوشت: زیر مینیممسازي مسئلۀ

min
mβ٠ ,lβ٠ ,rβ٠ ,

mβj
,lβj

,rβj
,ξ١,ξ٢, ξ٣

p∑
j=١

[
λ١m

٢
βj

+
λ١

٣
mβj

(
rβj − lβj

)
+
λ١

١٢
(l٢βj

+ r٢
βj
)

]
+ λ٢m

٢
β٠

+
λ٢

٣
mβ٠ (rβ٠ − lβ٠) +

λ٢

١٢
(l٢β٠

+ r٢
β٠
)

+
n∑

i=١

[
ξ٢

١i +
١
٣
ξ١i (ξ٣i − ξ٢i) +

١
١٢
(
ξ٢

٢i − ξ٢
٣i
)]
, (13)

آن در که

mt
βxi +mβ٠ −mYi = ξ١i,

ltβxi + lβ٠ − lYi = ξ٢i,

rtβxi + rβ٠ − rYi = ξ٣i

lβ = (lβ , . . . , lβp)
t و mβ = (mβ١ , . . . , mβp)

t و است
همچنین و ξ١ = (ξ١١, . . . , ξ١n)

tو rβ = (rβ١ , . . . , rβp)
t و

هستند. بردارها ξ٣ = (ξ٣١, . . . , ξ٣n)
t و ξ٢ = (ξ٢١, . . . , ξ٢n)

t

ضرایب معرفی با آوریم دست به را 13 مسئلۀ حل راه براي
α٢ = (α٢١, . . . , α٢n)

t و α١ = (α١١, . . . , α١n)
t لاگرانژ

زیر بهصورت را L تابع Rp در α٣ = (α٣١, . . . , α٣n)
t و

مینویسیم:

L(mβ, lβ, rβ, mβ٠ , lβ٠ , rβ٠ , ξ١, ξ٢, ξ٣,α١, α٢, α٣)

=λ١

p∑
j=١

[
m٢

βj
+

١
٣
mβj

(
rβj − lβj

)
+

١
١٢

(l٢βj
+ r٢

βj
)

]

+ λ٢(m
٢
β٠

+
١
٣
mβ٠ (rβ٠ − lβ٠) +

١
١٢

(l٢β٠
+ r٢

β٠
))

+
n∑

i=١

[ξ٢
١i+

١
٣
ξ١i (ξ٣i − ξ٢i) +

١
١٢

(ξ٢
٢i − ξ٢

٣i)]

+
n∑

i=١

α١i[

p∑
j=١

mβjxij+mβ٠ −mYi − ξ١i]
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ببینید) را [11] (مونتگمري

R٢ =
SSR

SST
=

∑n
i=١ (Ŷi − Y )

٢∑n
i=١ (Yi − Y )

٢ ,

براي کلاسیک، آمار در (R٢) تعیین ضریب تعریف از الهام با
میتوان را تعمیمیافته تعیین ضریب فازي، رگرسیونی مدلهاي

کرد. تعریف زیر بهصورت

وابسته متغیر اگر (8) فازي خطی رگرسیون مدل در تعریف1.4.
رگرسیون مدل توسط آن پیشبینی مقدار و Y = (mY , lY , rY )

براي تعمیمیافته تعیین ضریب باشند، Ŷ = (mŶ , lŶ , rŶ ) فازي
میکنیم. تعریف زیر بهصورت را مدل

R٢
G=

∑n
i=١ d

٢(Ŷi, Y )∑n
i=١ d

٢(Yi, Y )
. (18)

فازي خروجی با فازي رگرسیونی مدل تعیین ضریب .2.4 قضیۀ
(6) رابطۀ در فازي عدد دو بین موزون فاصلۀ از استفاده با مثلثی

است. زیر بهصورت

R٢
G =

{
n∑

i=١

[(
mŶi

−mY

)٢
+

١
٣

(
mŶi

−mY

)
×
[(
rŶi

− rY

)
− (lŶi

− lY )
]

+
١
١٢

[(
lŶi

− lY

)٢
+
(
rŶi

− rY

)٢
]]}

÷

{
n∑

i=١

[
(mYi −mY )

٢
+

١
٣
(mYi −mY )

× [(rYi − rY )− (lYi − lY )]

+
١
١٢

[
(lYi − lY )

٢
+ (rYi − rY )

٢
]]}

(19)

دو بین موزون فاصلۀ از استفاده و 1.4 تعریف به توجه با اثبات.
میآید. دست به بهسادگی نتیجه (6) رابطۀ در فازي عدد

پیشگویی خطاي دوم توان میانگین از میتوان ،R٢ معیار بر علاوه
برازش نیکویی ارزیابی براي دیگري معیار بهعنوان (MPE)
قالب در را MPE معیار ،2.4 قضیۀ مشابه زیر، در کرد. استفاده

میآوریم. تعریف یک

مقدار Ŷi اگر 8 رگرسیونی مدل مفروضات تحت .3.4 تعریف
پیشگویی خطاي دوم توان میانگین آنگاه باشد، Yi پیشگویی

با است برابر (MPE)

MPE =
١
n

n∑
i=١

d٢(Yi, Ŷi).

min
α١,α٢,α٣

L=− ٣
۴
αt

١

(
AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
α١

− ٣αt
١

(
AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
α٢ + ٣αt

١

(
AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
α٣

− ۶αt
٢

(
AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
α٢ + ۶αt

٢

(
AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
α٣

− ۶αt
٣

(
AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
α٣ −

٣
۴
αt

١α١ − ٣αt
١α٢ + ٣αt

١α٣

− ۶αt
٢α٢ + ۶αt

٢α٣ − ۶αt
٣α٣ −αt

١mY −αt
٢lY −αt

٣rY .

(16)
زیر معادلات لاگرانژ، ضرایب گیري مشتق روش از استفاده با

میآیند: دست به
∂L

∂α١
=

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)(
٣
٢
α١ + ٣α٢ − ٣α٣

)
+m = ٠,

∂L

∂α٢
=

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
(٣α١ + ١٢α٢ − ۶α٣) + l = ٠,

∂L

∂α٣
=

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)
(−٣α١ − ۶α٢ + ١٢α٣) + r = ٠.

(17)
(13) مینیممسازي مسئلۀ (16) و 15 معادلات از استفاده با سپس

میشود: محاسبه زیر بهشکل
mβ =

At

λ١

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

m,

lβ =
At

λ١

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

l,

rβ =
At

λ١

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

r,

mβ٠ =
et

λ٢

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

m,

lβ٠ =
et

λ٢

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

l,

rβ٠ =
et

λ٢

(
I +

AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

r.

از استفاده با x ∈ Rn دقیق ورودي بردار هر براي نتیجه در
Y = فازي خروجی و 8 فازي خطی رگرسیون برآورد تابع

شد: خواهد محاسبه زیر بهصورت (mY, lY, rY)

Ŷ =

[
xt ١

] At

λ١

et

λ٢

(I + AAt

λ١
+

eet

λ٢

)−١

(m, l, r).

برازش نیکویی معیار 4
رگرسیون مدل برازش نیکویی ارزیابی شاخصهاي از یکی
است زیر بهصورت مدل (R٢) تعیین ضریب محاسبۀ ] آماري،
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در مختلف λ٢هاي و λ١ها ازاي به MPE محاسبۀ .1 جدول
فازي ستیغی رگرسیون مدل از استفاده با پرتلند سیمان دادههاي

ردیف λ١ λ٢ MPE

١ ٠٫ ١ ٠٫ ٠٠٠١ ٣٫ ۵٧٧٧

٢ ٠٫ ١ ٠٫ ١ ٣٫ ٩٧۴٨

٣ ٠٫ ١ ٠٫ ۵ ٣٫ ٩۴٨۵۵

۴ ٠٫ ١ ١ ٣٫ ٩٨۴٠٩

۵ ٠٫ ١ ۵ ٣٫ ٩٨۴٩۴

۶ ٠٫ ١ ١٠ ٣٫ ٩٨۵٠۴

7 ٠٫ ۵ ٠٫ ١ ٣٫ ٩٧٣١۴

8 ١ ٠٫ ١ ٣٫ ٩٧٢١٩

9 ۵ ٠٫ ١ ۴٫ ٠٠۴۶١

١٠ ١٠ ٠٫ ١ ۴٫ ١٢۵۵٢

مثال این در است. ٠٫ ٩٨ با برابر مدل این تعمیمیافتۀ تعیین ضریب
مدل براي را بهینهسازي مسئلۀ اگر خطیاند، هم داراي دادهها که
پیشبینی زیر بهصورت مدل ببریم بهکار معمولی فازي رگرسیون

میشود.

Ŷ٢ =(۶۵٫ ۶٧۵, ١٢٫ ٠٩۴) + (١٫ ۵١٠, ٠٫ ۴٢١)x١

+ (٠٫ ۴٧٩, ٠٫ ١۶۴)x٢ + (٠٫ ٠۵٢, ٠٫ ٠۵٨)x٣ − ٠٫ ١٧۵x۴

مشخص بهوضوح که میشود ٣٫ ٩٨۶٠۴ با برابر MPE مقدار و
بهجاي فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون از استفاده با که است

مییابد. کاهش مدل خطاي فازي، رگرسیون

بهازاي λ٢ مختلف مقادیر برابر در MPE نمودار .2 شکل
پرتلند سیمان دادههاي براي λ١ = ٠٫ ١ ثابت مقادیر

فازي ستیغی رگرسیون مدل و فازي رگرسیون مدل برآورد نتایج
است. آمده 2 جدول در λ٢ = ٠٫ ٠٠٠١ و λ١ = ٠٫ ١ بهازاي

λ٢, λ١ ستیغی پارامترهاي تعیین 5
نظر از را فازي دوپارامتري ستیغی برآوردگر رفتار بخش، این در
واقعی دادههاي در λ٢, λ١ پارامترهاي اساس بر پیشگویی دقت

میکنیم. بررسی

پرتلند سیمان دادههاي 1.5
استفاده مورد را [12] همکاران و وود6 دادههاي مثال، این در
مختلف ترکیبات تأثیر مطالعۀ از دادهها این میدهیم. قرار
سیمان شدن سخت طول در آمده بیرون حرارت روي بر
که را دادههایی جا این در است. آمده دست به پرتلند
، (x٢) ٣CaO.SiO٢ ،(x١)٣CaO.Al٢O٣ ترکیب چهار از
میزان و (x۴) ٢CaO.SiO٢ ،(x٣) ۴CaO.Al٢O٣.Fe٢O٣

قرار بررسی مورد را (y) روز 80 از بعد بیرونآمده گرماي
مربوط اندازهگیريهاي در ابهامات برخی به توجه با میدهیم.
با اعداد این ، ابهام این مدلبندي براي پاسخ، متغیر مشاهدات به
متناسب چپ و راست پهناهاي با مثلثی فازي عدد یک از استفاده
V IF از هستند دقیق وروديها چون شدهاند. سازي فازي y با
مستقل متغیرهاي میان خطی هم میزان دادن نشان براي معمولی

که میکنیم استفاده

V IF ١ = ٣٨, V IF ٢ = ٢۵۴,

V IF ٣ = ۴۶, V IF ۴ = ٢۵٠.

از استفاده با را (10) فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون مدل
λ٢ = ٠٫ ٠٠٠١ و λ١ = ٠٫ ١ بهازاي Mathematica نرمافزار
است. زیر بهصورت رگرسیونی ضرایب برآورد کردهایم. مینیمم

Ŷ١ =(۶٢٫ ٢۶۴, ١٢٫ ٠٩۵) + (١٫ ۵۴۵, ٠٫ ۴٢١)x١

+ (٠٫ ۵١۴, ٠٫ ١۶۴)x٢ + (٠٫ ٠٨٧, ٠٫ ٠۵٧)x٣ − ٠٫ ١۴٠x۴.

خطی هم وجود ،V IF مقادیر همۀ بودن 10 از بزرگتر به توجه با
از استفاده لزوم این بر بنا و میشود تأیید مستقل متغیرهاي میان
تابع از استفاده با جا این در است. محرز فازي ستیغی رگرسیون
λ٢, λ١ ضرایب به مختلفی مقادیر فازي، خطی رگرسیون برآورد
زیر مثال در که کردهایم، محاسبه را MPE سپس و دادهایم
λ٢ = ٠٫ ٠٠٠١ و λ١ = ٠٫ ١ به مربوط MPE مقدار کمترین

.(3 2و شکلهاي و 1 (جدول است ٣٫ ۵٧٧٧ با برابر
6 Wood [
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λ١ = ٠٫ ٠٠١ بهازاي (10) فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون
مینیمم Mathematica نرمافزار از استفاده با را λ٢ = ٠٫ ١ و
بهصورت فازي ستیغی رگرسیون مدل ضرایب برآورد کردهایم.

میآید. دست به زیر

Ŷ =(٠٫ ٧١٠, ٠٫ ۵۵٢, ٠)

+ (٠٫ ٣٠۴, ٠, ٠٫ ٢٨٧)x١ + (٠٫ ١١١, ٠٫ ٠۴٧, ٠)

× x٢ + (٠٫ ٢٧٠, ٠, ٠٫ ١١۶)x٣ + (٠٫ ٠۶۵, ٠٫ ٠٠١, ٠)x۴

برابر λ٢ و λ١ پارامترهاي بهینۀ مقادیر بهازاي مدل تعیین ضریب
رگرسیون مدل براي MPE مقدار همچنین میشود. ٠٫ ٩٩٢ با
برآورد به مربوط نتایج 3 جدول در است. ٠٫ ٠٠٢٨٩ با برابر فازي
با فازي رگرسیون مدل برآورد و فازي ستیغی رگرسیون مدل
رابطۀ به توجه با همچنین و است شده ارائه (9) رابطۀ به توجه
فازي ستیغی رگرسیون و فازي رگرسیون در مدل خطاي (6)
که درمییابیم MPE مقدار به توجه با که است، آمده دست به
فازي رگرسیون به نسبت فازي ستیغی رگرسیون در مدل خطاي

مییابد. کاهش

نتیجهگیري 6
رگرسیون مدل براساس برآورد جدید روش یک مقاله این در
عرض و شیب پارامترهاي آن در که کردیم ارائه فازي ستیغی
این براي میشوند. جریمه متفاوتی اندازههاي به کدام هر مبدأ از
و کردیم محاسبه را دوپارامتري فازي ستیغی برآوردگر منظور،
رگرسیونی مدل پیشگویی خطاي و فازي تعیین تعریفضریب با
مثالهاي قالب در مدل این ارزیابی به مقاله این در تعریفشده
مقادیر برخی بهازاي که کردیم مشاهده و پرداختیم واقعی عددي
افزایش با ستیغی، پارامتر یک براي تعیینشده پیش از ثابت
پیشگویی دقت در نزولی یا صعودي روند دیگر، ستیغی پارامتر
برازش، نیکویی شاخصهاي معرفی با نهایت در میآید. دست به
فازي رگرسیون مدل با را فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون مدل

کردیم. مقایسه معمولی
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بهازاي λ١ مختلف مقادیر برابر در MPE نمودار شکل3.
پرتلند سیمان دادههاي براي λ٢ = ٠٫ ١ ثابت مقادیر

ملی ناخالص تولید دادههاي 2.5
بهعنوان خام ملی تولید و تحقیق هزینههاي دادههاي مثال، این در
سالهاي بین در را آمریکا کشور ملی ناخالص تولید از درصدي
این ([13] ارول و (آکدنیز میکنیم. بررسی 1983 تا 1972
ایالت کشور مخارج درصد (Y وابسته (متغیر بین رابطۀ دادهها
مستقل (متغیرهاي دیگر کشور 4 مخارج درصد و آمریکا متحده
سابق شوروي و ژاپن آلمان، فرانسه، بهترتیب ،(X١, X٢, X٣, X۴

اندازهگیريهاي در ابهامات برخی به توجه با میدهد. نشان را
با متخصص فرد یک مشورت با پاسخ، متغیر مشاهدات به مربوط
متناسب چپ و راست پهناهاي با مثلثی فازي عدد یک از استفاده
V IF از هستند دقیق وروديها چون شدهاند. فازيسازي y با
مستقل متغیرهاي میان همبستگی میزان دادن نشان براي معمولی

که میکنیم، استفاده

V IF ١ = ۶, V IF ٢ = ٢۴,

V IF ٣ = ٢٩, V IF ۴ = ١.

مستقل متغیرهاي میان خطی هم وجود V IF مقادیر به توجه با
است. محرز ستیغی رگرسیون از استفاده این بر بنا و میشود تأیید
پارامترهاي مختلف مقادیر بهازاي قبل مثال مانند نیز مثال این در
بهازاي که کردهایم محاسبه MPEرا مقدار و Ŷ ،λ٢ و λ١ ستیغی
است ٠٫ ٠٠٠٩۵٨ برابر MPE مقدار λ٢ = ٠٫ ١ و λ١ = ٠٫ ٠٠١

مدل میگیرد. پیشنهادي مقادیر بین از را خود مقدار کمترین که
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همکاران و فرخی معصومه مثلثی فازي وخروجی دقیق ورودي با فازي دوپارامتري ستیغی رگرسیون تحلیل 60

MPE شاخص از استفاده با پرتلند سیمان دادههاي در فازي رگرسیون و فازي ستیغی رگرسیون مقایسۀ جدول2.
ردیف X١ X٢ X٣ X۴ Y Ŷفازي١ رگرسیون Ŷفازي٢ ستیغی رگرسیون d٢(Y, Ŷ١) d٢(Y, Ŷ٢)

١ ٧ ٢۶ ۶ ۶٠ (٧٨٫ ۵, ١٩٫ ۶٢۵) (٧٩٫ ١۵٧, ١٩٫ ٧٨٩) (٧٨٫ ۵٣٩, ١٩٫ ۶٣۴) ٠٫ ۴٣۶ ٠٫ ٠٠١

٢ ١ ٢٩ ١۵ ۵٢ (٧۴٫ ٣, ١٨٫ ۵٧۵) (٧٢٫ ٢٧٩, ١٨٫ ٠۶٩) (٧٢٫ ٧٢۵, ١٨٫ ١٨١) ۴٫ ١٢۴ ٢٫ ۵٠۴

٣ ١١ ۵۶ ٨ ٢٠ (١٠۴٫ ٣, ٢۶٫ ٠٧۵ (١٠۴٫ ۴٩٨, ٢۶٫ ١٢۴) (١٠۵٫ ٩۶٩, ٢۶٫ ۴٩٢) ٠٫ ٠٣٩ ٢٫ ٨١۴

۴ ١١ ٣١ ٨ ۴٧ (٨٧٫ ۶, ٢١٫ ٩) (٨٨٫ ٧۴٣, ٢٢٫ ١٨۵) (٨٩٫ ٢٩٨, ٢٢٫ ٣٢۴) ١٫ ٣٢١ ٢٫ ٩١۴

۵ ٧ ۵٢ ۶ ٣٣ (٩۵٫ ٩, ٢٣٫ ٩٧۵) (٩۶٫ ٠٧٠, ٢۴٫ ٠١٧) (٩۵٫ ٧٢۴, ٢٣٫ ٩٣١) ٠٫ ٠٢٩ ٠٫ ٠١٣

۶ ١١ ۵۵ ٩ ٢٢ (١٠٩٫ ٢, ٢٧٫ ٣) (١٠۵٫ ٠۵٠, ٢۶٫ ٢۶٢) (١٠۵٫ ٢۶٠, ٢۶٫ ٣١۵) ١٧٫ ۴٠٢ ١۵٫ ۶٨۶

٧ ٣ ٧١ ١٧ ۶ (١٠٢٫ ٧, ٢۵٫ ۶٧۵) (١٠۴٫ ٢۴٢, ٢۶٫ ٠۶٠) (١٠۴٫ ٠٨٧, ٢۶٫ ٠٢١) ٢٫ ۴٠٣ ١٫ ٩۴۴

٨ ١ ٣١ ٢٢ ۴۴ (٧٢٫ ۵, ١٨٫ ١٢۵) (٧۵٫ ٨٠٩, ١٨٫ ٩۵٢) (٧۵٫ ۴٩٣, ١٨٫ ٨٧٣) ١١٫ ٠۶۵ ٩٫ ٠۵٢

٩ ٢ ۵۴ ١٨ ٢٢ (٩٣٫ ١, ٢٣٫ ٢٧۵) (٩٠٫ ٩٣۵, ٢٢٫ ٧٣٣) (٩١٫ ۶٢۵, ٢٢٫ ٩٠۶) ۴٫ ٧٣٢ ٢٫ ١٩۵

١٠ ٢١ ۴٧ ۴ ٢۶ (١١۵٫ ٩, ٢٨٫ ٩٧۵) (١١۵٫ ٧٩۶, ٢٨٫ ٩۴٩) (١١۵٫ ۵٩٣, ٢٨٫ ٨٩٨) ٠٫ ٠١٠ ٠٫ ٠٩۵

١١ ١ ۴٠ ٢٣ ٣۴ (٨٣٫ ٣, ٢٠٫ ٨٢۵) (٨٢٫ ٠٧۶, ٢٠٫ ۵١٩) (٨١٫ ۶٢١, ٢٠٫ ۴٠۵) ١٫ ۵١٣ ٢٫ ٨۴۶

١٢ ١١ ۶۶ ٩ ١٢ (١١٣٫ ٣, ٢٨٫ ٣٢۵) (١١٢٫ ٩٠١, ٢٨٫ ٢٢۵) (١١٢٫ ٣٣, ٢٨٫ ٠٨٢) ٠٫ ١۶٠ ٠٫ ٩۵٠

١٣ ١٠ ۶٨ ٨ ١٢ (١٠٩٫ ۴, ٢٧٫ ٣۵) (١١٢٫ ٣١۴, ٢٨٫ ٠٧٨) (١١١٫ ٧٢٧, ٢٧٫ ٩٣١) ٨٫ ۵٧٨ ۵٫ ۴٧٢

MPE ٣٫ ٩٨۶٠۴ ٣٫ ۵٧٧٧

ملی ناخالص تولید دادههاي در فازي ستیغی رگرسیون و فازي رگرسیون مقایسۀ .3 جدول
ردیف X١ X٢ X٣ Y فازي رگرسیون Ŷ١ فازي ستیغی رگرسیون Ŷ٢ d٢(Y, Ŷ١) d٢(Y, Ŷ٢)

1 ١٫ ٩ ٢٫ ٢ ١٫ ٩ ٣٫ ٧ (٢٫ ٣, ٠٫ ۵٧۵, ٠٫ ٨٠۴) (٢٫ ٢٢٩, ٠٫ ۵۵٧, ٠٫ ٧٨٠) (٢٫ ٢۵٩, ٠٫ ۵۶۴, ٠٫ ٧٩٠) ٠٫ ٠٠۵١۵ ٠٫ ٠٠١٧

2 ١٫ ٨ ٢٫ ٢ ٢ ٣٫ ٨ (٢٫ ٢, ٠٫ ۵۵, ٠٫ ٧٧) (٢٫ ٢۵٧, ٠٫ ۵۶۴, ٠٫ ٧٩٠) (٢٫ ٢٢۶, ٠٫ ۵۵۶, ٠٫ ٧٧٩) ٠٫ ٠٠٣۴٧ ٠٫ ٠٠٠٧

3 ١٫ ٨ ٢٫ ۴ ٢٫ ١ ٣٫ ۶ (٢٫ ٢, ٠٫ ۵۵, ٠٫ ٧٧) (٢٫ ٢٧٣, ٠٫ ۵۶٨, ٠٫ ٧٩۵) (٢٫ ٢٢٨, ٠٫ ۵۵٧, ٠٫ ٧٨٠) ٠٫ ٠٠۵۶٧ ٠٫ ٠٠٠٩

4 ١٫ ٨ ٢٫ ۴ ٢٫ ١ ٣٫ ۶ (٢٫ ٣, ٠٫ ۵٧۵, ٠٫ ٨٠۴) (٢٫ ٣۴۵, ٠٫ ۵٨۶, ٠٫ ٨٢٠) (٢٫ ٢٧٣, ٠٫ ۵۶٨, ٠٫ ٧٩۵) ٠٫ ٠٠٢١٣ ٠٫ ٠٠٠٧

5 ٢ ٢٫ ۵ ٢٫ ٣ ٣٫ ٨ (٢٫ ۴, ٠٫ ۶, ٠٫ ٨۴) (٢٫ ۴٢٨, ٠٫ ۶٠٧, ٠٫ ٨۵٠) (٢٫ ۴٢۴, ٠٫ ۶٠۶, ٠٫ ٨۴٨) ٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠٠۶

6 ٢٫ ١ ٢٫ ۶ ٢٫ ۴ ٣٫ ٧ (٢٫ ۵, ٠٫ ۶٢۵, ٠٫ ٨٧۵) (٢٫ ۴۶٨, ٠٫ ۶١٧, ٠٫ ٨۶٣) (٢٫ ۴٩٧, ٠٫ ۶٢۴, ٠٫ ٨٧٣) ٠٫ ٠٠١١ ٠٫ ٠٠٠٠١

7 ٢٫ ١ ٢٫ ۶ ٢٫ ۶ ٣٫ ٨ (٢٫ ۶, ٠٫ ۶۵, ٠٫ ٩٠٩) (٢٫ ۵٣٨, ٠٫ ۶٣۴, ٠٫ ٨٨٨) (٢٫ ۵۴٢, ٠٫ ۶٣۵, ٠٫ ٨٨٩) ٠٫ ٠٠٣٩ ٠٫ ٠٠٣۴

8 ٢٫ ٢ ٢٫ ۶ ٢٫ ۶ ۴ (٢٫ ۶, ٠٫ ۶۵, ٠٫ ٩٠٩) (٢٫ ۶٠۶, ٠٫ ۶۵١, ٠٫ ٩١٢) (٢٫ ۶٣۵, ٠٫ ۶۵٨, ٠٫ ٩٢٢) ٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ٠٠١۴

9 ٢٫ ٣ ٢٫ ٨ ٢٫ ٨ ٣٫ ٧ (٢٫ ٧, ٠٫ ۶٧۵, ٠٫ ٩۴۵) (٢٫ ۶۴١, ٠٫ ۶۶٠, ٠٫ ٩٢۴) (٢٫ ٧٠١, ٠٫ ۶٧۵, ٠٫ ٩۴۵) ٠٫ ٠٠٣۵ ٠٫ ٠٠٠٠١

10 ٢٫ ٣ ٢٫ ٧ ٢٫ ٨ ٣٫ ٨ (٢٫ ٧, ٠٫ ۶٧۵, ٠٫ ٩۴۵) (٢٫ ۶۴۵, ٠٫ ۶۶١, ٠٫ ٩٢۵) (٢٫ ٧٠٨, ٠٫ ۶٧٧, ٠٫ ٩۴٧) ٠٫ ٠٠٣١ ٠٫ ٠٠٠١

MPE ٠٫ ٠٠٢٨٩ ٠٫ ٠٠٠٩۶
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